
 2023لمؤتمر العلمي الدولي/ السادس/ والسنوي/ السابع عشر/لسنة ا لوقائع  المجلة العراقية للعلوم الاقتصادية / عدد خاص
 الاقتصادي العراقي  حبعنوان / القيادة الرشيدة والتنمية المستدامة سبل الإصلا

Iraq Journal For Economic Sciences / ISSN:1812-8742 / ISSN ONLIN:2791-092X 

https://doi.org/10.31272/IJES2024.80.S.S2 

وقائع المؤتمر العلمي الدولي السادس والسنوي السابع عشر لكلية الادارة والاقتصاد لعدد خاص   

 Page 1218   )قسم الاحصاء(سبل الاصلاح الاقتصادي العراقي ةوالتنمية المستدامبعنوان القيادة الرشيدة 
 

التقدير الحصين لأنموذج الانحدار الخطي العشوائي المستعمل لتقدير تأثير 

 نسبة السكر في الدم على حجم كريات الدم الحمراء

Hippocampal estimation of the random linear regression model used 

to estimate the effect of blood sugar on the size of red blood cells 
 د احمد شاكر محمد طاهر المتولي أ.                                                الباحثة /اماني عماد لعيبي 

Ahmed ShakerMohamed                                                 Amani Imad Laibi 

ahmutwali@uomustansiriyah.edu.iq    amaniemad92@uomustansiriyah.edu.iq                    

 كلية الادارة والاقتصاد / الجامعة المستنصرية
الكلمات المفتاحية: المتغير التفسيري العشوائي، انموذج الانحدار العشوائي، طريقة الامكان الاعظم المعدلة 

MMLE)  طريقة التقدير ،)MM  ( طريقة الامكان التجريبي الحصينة ،REL . ) 

Keywords: Random Explanatory Variable, Random Linear Regression model, 

Modified Maximum likelihood Method, MM estimation method, Robust Empirical 

Likelihood Method 

 المستخلص: 

انموذج الانحدار بمتغير توضيحي عشوائي من النماذج الواسعة الاستعمال في تمثيل علاقة الانحدار بين 

المتغيررراف فرري م تلررا الاررواار الاقتصرراداة او الحياتيررةذ االررو علررن ارر ا الانمرروذج برر نموذج الانحرردار 

 بردلا مرنتماليرة معينرةذ ال اي العشوائي. في ا ا الانموذج القيم الم تلفرة للمتغيرر التوضريحي تحردح باح

الفرضياف الأساسية لأنمروذج الانحردار ال اريذ كونها ثابتة في العيناف المتكررةذ ل ا ف نها تعارض أحد 

بعض او جميرع خواصرها المثلرن وذلرب حسر  المربعاف الصغرى تفقد  مقدراف الامر ال ي اؤدي الن أن

 ا  العشوائي.طبيعة العلاقة بين المتغير التفسيري العشوائي وحدود ال 

(  (MMLEكبدائل لاراقة المربعاف الصغرى الاعتياداةذ تم استعمال طراقة الإمكران الأعارم المعدلرة 

والتي استعملت سابقا من قبل العداد من الباحثين في تقدار معاملاف انموذج الانحردار العشروائيذ كمرا ترم 

تعاني من بعض المشاكل القياسية او في  توظيا طراقتين استعملتا في تقدار نماذج الانحدار ال اي التي

( وطراقرة الإمكران MMحالة احتواء قيم العينة علن قيما شاذة او متارفةذ تلرب الارراقتين امرا طراقرة )

 التجرابية الحصينة. الارائو الثلاثة تعد من طرائو التقدار الحصينة.

برين حجرم كراراف الردح الحمرراء  رالانحردا لتقردار علاقرةاستعملت طرائرو التقردار الحصرينة سرابقة الر كر 

(PCV( كمتغيرر اسرتجابة وسركر الرردح )RBS كمتغيرر توضريحي عشروائي بالاعتمرراد علرن بينراف عينررة )

مراض من المصابين ب مراض القل ذ افرزف نتائج التابيو العملي تفوق طراقة  30عشوائية مؤلفة من 

 الامكان الاعام المعدلة بالنسبة لبياناف عينة البحث. 

Abstract 

The regression model with a random explanatory variable is one of the widely 

used models in representing the regression relationship between variables in 

various economic or life phenomena, this model is called the random linear 

regression model. In this model, the different values of the explanatory variable 

occur with a certain probability, rather than being fixed in repeated samples. 

Therefore, it contradicts one of the basic assumptions of the linear regression 

model, which leads to the least squares estimators losing some or all of their 
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optimal properties, depending on the nature of the relationship between the 

random explanatory variable and the random error terms. As an alternative to 

the ordinary least squares method, the modified maximum likelihood method 

(MMLE) was used, which was previously used by many researchers in 

estimating the coefficients of the random regression model, two methods have 

also been employed, which were used in estimating linear regression models 

that suffer from some standard problems, or if the sample values contain 

outliers or extreme values, these two methods are the MM method and the 

robust empirical likelihood method. The three methods are among the robust 

estimation methods. The aforementioned robust estimation methods were used 

to estimate the regression relationship between red blood cell volume (PCV) as 

a response variable and blood sugar (RBS) as a random explanatory variable 

based on the data of a random sample of 30 patients with heart disease. The 

results of the practical application revealed the superiority of the modified 

maximum likelihood method for the data of the research sample. 

 المقدمة: -1

من الفرضياف الأساسية لأنموذج الانحدار ال اي اي ان المتغيرراف التفسريراة تكرون ثابترة فري العينراف 

فري اغلر  ذ كمرا ارو الحرال ا  لافترراض قرد اكرون مرن الناحيرة العمليرة غيرر متحققرالمتكررةذ غيرر ان ار ا ا

تكون المتغيراف التفسيراة عشوائيةذ بمعنن قيم تلرب المتغيرراف ليسرت الاواار الاقتصاداة والحياتيةذ اذ 

فري مثرل ار ل الحرالاف ارتم   .ثابتةذ ل لب فر ن القريم الم تلفرة للمتغيرراف التفسريراة تحردح باحتماليرة معينرة

تحداد قيم المتغير التفسيري جنب ا إلن جن  مع قيم متغير الاستجابة كنتيجة لبعض آلياف الاحتمالافذ بدلا  

فري حرال اعتمراد طراقرة المربعراف الصرغرى لتقردار  من الرتحكم بقيمهرا مرن قبرل القرائمين بعمرل التجربرة.

 شروائية فران تقرداراف تلرب الاراقرة لمعراملاف الانمروذجمعاملاف انموذج الانحدار بمتغيراف تفسريراة ع

بعض او جميع خواصها المثلنذ وذلب اعتمد علن نوع العلاقة برين المتغيرر أو المتغيرراف التفسريري تفقد 

طرائرو بدالرة عرن طراقرة المربعراف العشوائي وحدود ال ا  العشوائي. في ا ل الحالة اجر  البحرث عرن 

تت ثر كثيرا   بالانحراف عن افتراضراف انمروذج الانحردار ال اري ومرن تلرب الصغرى تتميز بالكفاءة ولا 

(  MMLEالامكرران الاعاررم المعدلررة ) الارائررو ارري الارائررو الحصررينةذ ومررن تلررب الارائرروذ طراقررة

  (. REL) الحصينة وطراقة الامكان التجرابي MMوطراقة 

 1967عراح  فري Kerridgeأول من تعامل مع انموذج الانحدار بمتغيراف تفسيراة عشوائية او الباحرث 

 ي[ ذ اذ افتررض ان قرريم المتغيرراف التفسرريراة المنرراظرة لقريم متغيررر الاسررتجابة مسرحوبة مررن مجتمررع ذ4]

تحليرل ال ار   توزاع طبيعي متعدد المتغيراف ومستقلة عن حدود ال ا  العشوائي للأنموذجذ وعمل علن

 انمروذج الانحردار بمتغيرراف تفسريراة عشرروائية النراتج عرن عمليرة التقردارذ أوضر  انرل مرن المفيرد دراسرة

بران دراسرة ار ا الانمروذج اكرون غيرر مجردي ومحردود  1963فري عراح  Ehrenbergبالرغم من اقتراح 

عملا علن دراسة [ذ 6]ذ 1981عاح  Weiو  Lai. خصوصا عندما اكون عدد المتغيراف التفسيراة كبير

خصاص مقدراف المربعاف الصغرى لنماذج الانحدار العشروائية فري ضروء افتراضراف خاصرة برالمتغير 

 التفسيري العشوائي وحدود ال ا  العشوائي. 
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TikuذVaugham [ذ عمرلا علرن اسرتعمال طراقرة الإمكران الأعارم المعدلرة 11]ذ1997ذmodified 

maximum likelihood method دار معرراملاف انمرروذج الانحرردار الثنررائي بمتغيررر تفسرريري فرري تقرر

عشوائي اذ بينا ان استعمال مقدراف الإمكان الأعام في تقدار ا  الانموذج تكرون مستعصرية علرن الحرل 

اري دوال صرراحة بمشرااداف العينرة  الإمكران الأعارم المعدلرة واصع  حلها تكرارا اذ وبينا ان مقردراف

اذ وبالنسبة للعيناف الصغيرة ذ فهي كفؤة بشكل وبالتالي فهي سهلة الحساب  وإنها كفؤة بشكل تقرابي تمام 

طراقة الإمكان الأعام المعدلة في تقدار انمروذج الانحردار بمتغيرر استعملا أاضا  2000كامل. وفي عاح 

 extreme valueتفسريري عشروائي اذ افترضرا ان ار ا المتغيرر اتروزع وفرو توزارع القيمرة المتارفرة 

distribution  وان التوزاع الشرطي لمتغير الاستجابة او التوزاع الابيعريذ وان تلرب التقرداراف تكرون

 كفؤة بشكل كبير كما اشتقا طراقة اختبار الفرضية ال اصة بمعاملاف الانموذج.

IslamذTikuاشررتقا مقرردراف الإمكرران الأعاررم المعدلررة ومقرردراف  [2]ذ2004ذM  لمعرراملاف انمرروذج

متعدد تحت افتراض ان الأخااء العشوائية لا تتبع التوزارع الابيعري اذ توصرلا الرن ان الانحدارال اي ال

 تلب المقدراف تكون كفؤة وحصينةذ وان مقدراف المربعاف الصغرى الاعتياداة تكون اقل كفاءة.

 SazakذTikuذIslamاسرررتعملا  مقررردراف الإمكررران الأعارررم المعدلرررة لمعررراملاف انمررروذج  [9]ذ2006ذ

الانحرردار ال ارري العشرروائي الترري تتصررا بالكفرراءة والحصررانة وبررافتراض ان كررل مررن المتغيررر التفسرريري 

  .Generalized logistic distributionالعشوائي والاخااء العشوائية تتبرع توزارع اللوجسرتي العراح 

فري اعتمراد نفرس الاراقرة الحصرينة لتقردار انمروذج [ 3]ذ2010ذIslam Tikuنفس النتيجة توصل اليهرا 

 الانحدار ال اي المتعدد عندما لا اتبع كل من المتغير التفسيري والاخااء العشوائية التوزاع الابيعي. 

الاعام المعدلرة فري تقردار معراملاف انمروذج الانحردار ال اري  في ا ا البحث تم استعمال طراقة الإمكان

و طراقررة الامكرران  MMغيررر تفسرريري عشرروائي عررلاوة عررن اسررتعمال طررراقتين حصررينتينذ طراقررة بمت

لهما فري تقردار معراملاف انمروذج الانحردار بوجرود القريم االحصرينةذ تلكمرا الارراقتين ترم اسرتعم التجرابي

ار انمروذج الشاذة او في حالة معاناة الانموذج من بعض المشاكل القياسية ولكن لم استعملا سرابقا فري تقرد

بمتغير تفسيري عشوائيذ ل ا سريتم توظيفهمرا لتقردار معراملاف ار ا الانمروذجذ اذ اهردف البحرث  الانحدار

( RBS( كمتغيرر اسرتجابة وسركر الردح )PCVبين حجم كرااف الردح الحمرراء ) الانحدار تقدار علاقة الن

باستعمال الارائو الحصينة موضوع البحث ومن ثرم المقارنرة برين مرا تفررزل  كمتغير توضيحي عشوائي

) الجرر ر  RMSEتلررب الارائررو مررن نتررائج التقرردار واعتمرراد افضررل طراقررة باعتمرراد معيررار دقررة التقرردار 

 التربيعي لمتوسط مربعاف الأخااء(.

 :انموذج الانحدار الخطي بمتغير تفسيري عشوائي -2

 الانحدار ال اي البسيط المبين بالعلاقة الآتية:بافتراض انموذج 

𝑌𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋𝑖 + 𝑢𝑖 … … … … … … … … … … (1)                    

  

او متغير عشوائي ذو قيما مستقلة امثل متغير الاستجابة وال ي افتررض   𝑌𝑖ف ن  nلعينة عشوائية بحجم 

𝑖ذ اذ أن  𝑋𝑖𝑗 ذ  𝜎2وتبراان  𝐸(𝑌𝑖)ان اتوزع وفو التوزاع الابيعي بمتوسط اسراوي  = 1,2, … , 𝑛  ذ

𝑗 = 1,2, … , 𝑝 تمثل  ذp  من المتغيراف التفسيراة وال ي افترض ان تكون ثابتة للعيناف المتكررةذ𝑢𝑖 

ان تكرون قيمهرا مسرتقلة وتتروزع وفرو التوزارع الابيعري اي الأخااء العشوائية للأنموذج والتي افتررض 

في الكثير من التابيقاف العملية المتغير التفسريري لا اكرون  . 𝜎2وتباان ثابت اساوي  0بمتوسط اساوي 

( اسررمن برر نموذج 1وانمررا متغيررر عشرروائي وفرري ارر ل الحالررة فرر ن انمرروذج الانحرردار وفررو المعادلررة ) ثابررت

 لغرض التبسيط سيتم التاررق الرن حالرة وجرود متغيرر تفسريري واحرد أي [.5[ذ ]3الانحدار العشوائيذ ]
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في حالة كون المتغير التفسيري عشوائي فران القريم الم تلفرة لرل تحردح وفرو   يط.انموذج احدار خاي بس

احتمالاف معينةذ بمعنن اخر انها تتحدد مع قيم متغير الاستجابة المناظرة لها وفو توزارع احتمرالي معرين 

ان اتبرع بدلا من كونها مسيار عليها مرن قبرل القرائم بعمليرة التجربرة. المتغيرر التفسريري العشروائي امكرن 

التوزاع الابيعي أي نفس التوزاع الاحتمالي لمتغير الاستجابة وفو افتراضاف انموذج الانحدارذ أو تتحد 

  [.3قيمل وفو أي توزاع احتمالي اخرذ ]

او توزارع القيمرة المتارفرة وفرو الدالرة الاحتماليرة    Xالتوزاع الاحتمالي للمتغير التفسيري بافتراض ان

 [ : 12الآتيةذ]

𝑓(𝑥) =  
1

θ
𝑒𝑥𝑝 [−((𝑥 − 𝛼)/𝜃) − 𝑒𝑥𝑝 (−

𝑥−𝛼

𝜃
−   ذ     [(   ∞ <

𝑥 < ∞  

                                   

(2) 

. Scale parameter: تمثرل معلمرة القيراس θذ Location parameter: تمثرل معلمرة الموقرع αاذ أنذ 

αوعندما تكون  = 𝜃و  0 = نحصل علرن توزارع القيمرة المتارفرة القياسري. امرا التوزارع الاحتمرالي  1

 فيكون التوزاع الابيعي وفو الدالة الاحتمالية الشرطية الآتية:   Yالشرطي لمتغير الاستجابة 

𝑓(𝑌|𝑋 = 𝑥) = [2𝜋𝜎2(1 − 𝜌2)]−
1
2 𝑒𝑥𝑝 [−

1

2𝜎2((1 − 𝜌2)
(𝑦 − 𝛽0

− 𝜌
𝜎

𝜃
(𝑥 − 𝛼))

2

]        − ∞ < 𝑦 < ∞    

         

(3) 

 

𝛽0اذ أن ذ  ∈ 𝑅  ذ𝛽1 =  𝜌
𝜎

𝜃
𝜎ذ     > 1−و  0 < 𝜌 < 𝒖ذ  1 = 𝑦 − 𝛽0 − 𝜌

𝜎

𝜃
(𝑥 − 𝛼)  ذ

) حرردود ال ارر  العشرروائي الترري تتبررع التوزاررع الابيعرري بمتوسررط شرررطي اسرراوي الصررفر تمثررل  uاذ ان 

𝐸(𝑢|𝑋 = 𝑥) = 𝑉𝑎𝑟(𝑢 / 𝑋)شرطي ثابت  وتباان (   0 = 𝜎2(1 − 𝜌2) ,[  [ 3اذ أنذ :]  

𝐸(𝑌|𝑋 = 𝑥) = 𝛽0 − 𝜌
𝜎

𝜃
(𝑥 − 𝛼)  (4)                

             

  طرائق التقدير الحصينة لمعاملات انموذج الانحدار الخطي العام بمتغير تفسيري عشوائي: -3

تتضمن ا ل الفقرة عرض لارائو التقردار الحصرينة موضروع البحرث والتري اعتمردف فري تقردار انمروذج 

 الانحدار ال اي البسيط بمتغير تفسيري عشوائي.

 Modified Maximum Likelihood Method  (MMLE)     الامكان الاعظم المعدلة : طريقة1 -3

طراقرة  باسرتعمال( 1عمليرة تقردار معراملاف انمروذج الانحردار بمتغيرر تفسريري عشروائي وفرو المعادلرة )

تكررون صررعبة وغيررر مجداررةذ اذ ان ذ (3( و )2الإمكرران الأعاررم وبالاعتمرراد علررن الرردالتين الاحتماليررة )

المعادلاف الناتجة من اشتقاق دالة الإمكان ليس لها حلول صراحة وعملية حلها بالارق التكرارارة اكرون 

محفوف بالصعوباف لعدح تحقو التقارب بشركل سرراع او التقرارب لقريم خاطلارة عرلاوة عرن ان لهرا جر ور 

 [. 11ذ ]VaughamذTikuمعدلة والمقترحة من قبل متعددة. ل ا اتم استعمال طراقة الإمكان الأعام ال

 اي كالآتي: Xوالمتغير التفسيري  Yدالة الكثافة الاحتمالية المشتركة لمتغير الاستجابة 
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𝑓(𝑦, 𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦\𝑥) 

             = (
𝟏

θ
) (

𝟏

σ
) (1

− 𝜌2)−
1
2 exp [− (

𝑥 − α

θ
)

− exp (−
𝑥 − α

θ
)] 𝑒𝑥𝑝 [−

1

2𝜎2((1 − 𝜌2)
(𝑢𝑖)2] 

 

         

(5) 

                                                                              

 وعليل ف ن دالة الإمكان تكون وفو الصيغة الآتية:

𝐿 = (θ)−𝑛(σ)−𝑛(1 − 𝜌2)−
𝑛

2 exp [− ∑ ((
𝑥𝑖−α

θ
) + exp (−

𝑥𝑖−α

θ
))𝑛

𝑖=1 −

1

2𝜎2((1−𝜌2)
∑ 𝑢𝑖

2𝑛
𝑖=1 ]  

      

(6) 

𝑧𝑖وان لوغاراتم دالة الإمكان اكون كما في الصيغة الآتيةذ بافتراض أن )  = (
𝒙𝒊−𝛂

θ
)   )  

LnL =
−nlnθ − nlnσ −
n

2
ln(1 − ρ2) − ∑ (zi + exp(−zi))n

i=1 − 
1

2σ2((1−ρ2)
∑ ui

2n
i=1    

                    

(7) 

ومسررراواتها بالصرررفر ( θذ ρ   𝛽1 ذα ذ 𝝈 ذ 𝛽0ذللمعررراملاف ) ( بالنسررربة7) بالاشرررتقاق الجزئررري للمعادلرررة

 : معادلاف الإمكان الأعام التالية التي بحلها نحصل علن تقداراف تلب المعاملاف نحصل علن
𝜕 ln 𝐿

𝜕α
=

𝑛

𝜃
−

1

𝜃
∑ exp(−𝑧𝑖)𝑛

𝑖=1 −
𝜌

𝜃𝜎(1−𝜌2)
∑ 𝑢𝑖

𝑛
𝑖=1     = 0                  

(8) 

 

𝜕 ln 𝐿

𝜕𝛽0
=

1

𝜎2((1−𝜌2)
∑ 𝑢𝑖

𝑛
𝑖=1  = 0                    

(10) 

 
𝜕 ln 𝐿

𝜕𝜎
= −

𝑛

𝜎
+

1

𝜎3((1−𝜌2)
∑ 𝑢𝑖

2𝑛
𝑖=1 +

𝜌

𝜎2(1−𝜌2)
∑ 𝑧𝑖𝑢𝑖

𝑛
𝑖=1 = 0                    

(11) 

 
𝜕 ln 𝐿

𝜕ρ
=

𝑛𝜌

(1−𝜌2)
−

𝜌

𝜎2(1−𝜌2)2
∑ 𝑢𝑖

2𝑛
𝑖=1 +

1

𝜎(1−𝜌2)
∑ 𝑧𝑖𝑢𝑖

𝑛
𝑖=1 = 0                  

(12) 

 
𝜕 ln 𝐿

𝜕𝛽1
=

𝜃

𝜎2(1−𝜌2)
∑ 𝑧𝑖𝑢𝑖

𝑛
𝑖=1 = 0                  

(13) 

𝜕 ln 𝐿

𝜕θ
=

−
𝑛

𝜃
−

1

𝜃
∑ 𝑧𝑖 exp(−𝑧𝑖) +

1

𝜃

𝑛
𝑖=1 ∑ 𝑧𝑖 −

𝜌

𝜃𝜎(1−𝜌2)
∑ 𝑧𝑖𝑢𝑖

𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1   = 0  

                    

(9) 
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لريس لهرا  (13-8)( تتضرمن حردود صرعبة الحرل ممرا ارؤدي الرن ان مجموعرة المعرادلاف 9,8المعادلتين )

حلول صراحة والتي اج  حلها باستعمال الارائرو التكرارارةذ لر ا فران تقرداراف الإمكران الأعارم تكرون 

,   𝒙(𝒊)صعبة الحصول. لمعالجة ا ل المشكلة نلج  الن تحوال المتغير التفسيري الن الإحصاءاف المرتبة 

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 :ذ من خلال ترتي  قيمل تصاعداا وكالآتي 

𝒙(𝟏) ≤ 𝒙(𝟐) ≤ ⋯ ≤ 𝒙(𝒏)                 
(14) 

تمثل قيم متغير الاستجابة المناظرة للقيم المرتبة   𝒚[𝒊]وبالاعتماد علن القيم المرتبة للمتغير التفسيري فان 

𝑥(𝑖) الصيغة القياسية   ذ ك لب𝑧𝑖  والاخااء العشوائية𝑢𝑖 :اعاد كتابتها كالآتي 

 𝒛(𝒊) =
𝒙(𝒊)−𝛂

θ
                 

(15) 

𝒖[𝒊] = 𝒚[𝒊] − 𝛽0 − 𝜌
𝜎

𝜃
(𝒙(𝒊) − 𝛼)      (16)   

∑ان المجمررروع الكلررري للأخاررراء لا اتررر ثر بترتيررر  القررريم ممرررا ارررؤدي الرررن ان    بمرررا 𝑢[𝑖]
𝑛
𝑖=1 = و  0

∑ 𝑧(𝑖)𝑢[𝑖]
𝑛
𝑖=1 =  كالآتي: (13-8). بالاعتماد علن ما تقدح اعاد كتابة المعادلاف  0

𝜕 ln 𝐿∗

𝜕α
≡

𝑛

𝜃
−

1

𝜃
∑ exp(−𝑧(𝑖))𝑛

𝑖=1     = 0                           
(17) 

 
𝜕 ln 𝐿∗

𝜕θ
≡ −

𝑛

𝜃
+

1

𝜃
∑ 𝑧(𝑖)

𝑛
𝑖=1 −  

1

𝜃
∑ 𝑧(𝑖) exp(−𝑧(𝑖))𝑛

𝑖=1 = 0                         
(18) 

 
𝜕 ln 𝐿∗

𝜕𝛽0
≡

1

𝜎2((1−𝜌2)
∑ 𝑢[𝑖]

𝑛
𝑖=1  = 0           

(19) 

 
𝜕 ln 𝐿∗

𝜕𝜎
≡ −

𝑛

𝜎
+

1

𝜎3(1−𝜌2)
∑ 𝑢[𝑖]

2𝑛
𝑖=1 = 0           

(20) 

 
𝜕 ln 𝐿∗

𝜕ρ
≡

𝑛𝜌

(1−𝜌2)
−

𝜌

𝜎2(1−𝜌2)2
∑ 𝑢[𝑖]

2𝑛
𝑖=1 = 0            

(21) 

 
𝜕 ln 𝐿∗

𝜕𝛽1
≡

𝜃

𝜎2(1−𝜌2)
∑ 𝑧(𝑖)𝑢[𝑖]

𝑛
𝑖=1 = 0  (22) 

 

 

  exp(−𝑧(𝑖)) لتحقيو الصيغة ال اية لـ تمثل معادلاف الإمكان الأعام المعدلة. ( 22-17المعادلاف )

𝒕(𝒊)    امكن استعمال اول حدان من متسلسلة تاالر بافتراض ان  = 𝐸[𝒛(𝒊)]  :كالآتي 

exp(−𝑧(𝑖)) ≅ exp(−𝑡(𝑖)) + [𝑧(𝑖) − 𝑡(𝑖)] {
𝑑

𝑑𝑧
𝑒−𝑧}

𝑧=𝑡(𝑖)

      

(23) 
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 والتي امكن إعادة كتابتها كالآتي:

exp(−𝑧(𝑖)) =  𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝒛(𝒊)                        , 𝟏 ≤ 𝒊 ≤ 𝒏     (24) 

 اذ أن:

𝑎𝑖 = 𝑒−𝒕(𝒊)(1 + 𝒕(𝒊))                   
(25) 

𝑏𝑖 = − {
𝑑

𝑑𝑧
𝑒−𝑧}

𝑧=𝒕(𝒊)

          

(26) 

𝑏𝑖  مع ملاحاة أن  ≥ اعاد كتابتهمرا بعرد تعرواض  ( 18( و)17المعادلتين ).    i= 1,2,…, n  لكل  0

 ( في كل منهما لتصبحا:24المعادلة )
𝜕 ln 𝐿∗

𝜕α
≡

𝑛

𝜃
−

1

𝜃
∑ (𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑧(𝑖))𝑛

𝑖=1     = 0            
(27)  

 
𝜕 ln 𝐿∗

𝜕θ
≡ −

𝑛

𝜃
+

1

𝜃
∑ 𝑧(𝑖) −

1

𝜃

𝑛
𝑖=1 ∑ 𝑧(𝑖)(𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑧(𝑖))𝑛

𝑖=1   = 0        

(28) 

( نحصل علن ما اسمن بتقداراف الإمكان الأعام المعدلرة 22) –( 19(. و )28( ذ )27بحل المعادلاف )

ذ   MVBوالتي تتصا في حالة العيناف الكبيرة ب نها غير متحيزة ولها تباان اسراوي اقرل تبراان محردود 

ذ وفي حالة العيناف الصغيرة بانها علن الاغل  كفؤة بالكاملذ كما  fully efficientوانها كفؤة بالكامل 

 انها دوال صراحة بمشااداف العينة وسهلة الحساب.

 وكالآتي: 𝜶 نحصل علن تقدار المعلمة 𝑧(𝑖)( وبعد التعواض عن 27من المعادلة )
𝑛

𝜃
−

1

𝜃
∑  (

θ𝑎𝑖+𝑏𝑖(𝑥(𝑖)−α

θ
)𝑛

𝑖=1 = 0           

(29) 

 αوبالقياح ببعض العملياف الرااضية نحصل علن تقدار 

α̂ =
∑ 𝑏𝑖𝒙(𝒊)

𝑛
𝑖=1 +∑ (1−𝑎𝑖)𝑛

𝑖=1 θ̂

∑ 𝑏𝑖
𝑛
𝑖=1

  
             

(30) 

 التي امكن إعادة كتابتها كالآتي:

α̂ = K + Dθ̂                

(31) 

 اذ ان:

    K =
∑ 𝑏𝑖𝒙(𝒊)

𝑛
𝑖=1

∑ 𝑏𝑖
𝑛
𝑖=1

      and        D =
1

∑ 𝑏𝑖
𝑛
𝑖=1

∑ (1 − 𝑎𝑖)𝑛
𝑖=1  

واجراء بعض العملياف  𝒛(𝒊)( بعد التعواض عن قيمة  28نحصل عليل من المعادلة ) 𝜃المعلمة  تقدار 

 الحسابية وكما مبين ادنال:

∑ 𝑏𝑖
𝑛
𝑖=1 (𝑥(𝑖) − α̂)2 − [𝜃(𝑛𝜃 + ∑ (𝑥(𝑖) − α̂)𝑛

𝑖=1 ] −

𝜃 ∑ 𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1 (𝑥(𝑖) − α̂) = 0  

   (32) 

        

 ( كالآتي:31بما اساواها وفو المعادلة ) �̂�( امكن إعادة كتابتها بعد التعواض عن 32المعادلة )
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𝑛𝜃2 − 𝜃 ∑ (𝑥(𝑖) − 𝐾)𝑛
𝑖=1 (1 − 𝑎𝑖) + ∑ 𝑏𝑖

𝑛
𝑖=1 (𝑥(𝑖) − 𝐾)

2
= 0   (33) 

 ( امكن كتابتها بصيغة أبسط كالآتي:  32المعادلة )    

𝐴𝜃2 − 𝐵𝜃 + 𝐶 = 0   (34) 

𝐵 ,بافتراض ان:    = ∑ (𝑥(𝑖) − 𝑘)𝑛
𝑖=1 (1 − 𝑎𝑖)  𝐶 = ∑ 𝑏𝑖  (𝑥(𝑖) − 𝑘)

2𝑛
𝑖=1   ,  𝐴 = 𝑛 

 ذ أي أن: θ( امثل تقدار المعلمة 34للمعادلة )الحل  ف ن

𝜃 =
𝐵+√𝐵2+4𝑎𝐶

2𝑎
  

    

(35) 

( واجراء بعض العملياف 19في المعادلة ) 𝑢[𝑖]نعوض عن قيمة  𝛽0وللحصول علن تقدار المعلمة   

 الحسابية كالآتي: 
1

𝜎2((1−𝜌2)
∑ 𝒚[𝒊] − �̂�0 − 𝜌

𝜎

𝜃
(𝒙(𝒊) − 𝛼)𝒏

𝒊=𝟏  = 0  

�̂�0 = �̅� − �̂�
�̂�

�̂�
( �̅� − �̂�)   (36) 

( بمرا اسراواها بموجر  المعادلرة 16فري المعادلرة ) �̂�0 برالتعواض عرن 𝑢[𝑖]  نعيد كتابة σلإاجاد تقدار    

 وكالآتي:(36(

𝑢[𝑖] = (𝑦[𝑖] − 𝑦) − �̂� (
�̂�

�̂�
) (𝑥(𝑖) − 𝑥)   (37) 

 بتربيع الارفين وأخ  المجموع لكل قيم حجم العينة نحصل علن:

∑ 𝑢[𝑖]
2𝑛

𝑖=1 = ∑ [(𝑦[𝑖] − 𝑦) − �̂� (
�̂�

�̂�
) (𝑥(𝑖) − 𝑥) ]

2
𝑛
𝑖=1   

 (38) 

 ( واجراء بعض العملياف الحسابية نحصل علن المعادلة الآتية:20( في المعادلة )38بتعواض المعادلة )

∑ (𝑦[𝑖] − �̅�)2𝑛
𝑖=1 − 2 ∑ (𝑦[𝑖] − �̅�)𝑛

𝑖=1 ( 𝑥(𝑖) − �̅�)�̂�
�̂�

�̂�
+

�̂�2�̂�2

�̂�2
∑ ( 𝑥(𝑖) −𝑛

𝑖=1

�̅�)
2

− 𝑛𝜎2 + 𝑛𝜎2𝜌2 = 0  

(39) 

 𝑥(𝑖)و  𝑦[𝑖]التباان والتباان المشترك للعينة ولكل من المعادلة الأخيرة امكن إعادة كتابتها بدلالة 

 وكالآتي:

n𝑠2
𝑦 − 2𝑛𝑠𝑥𝑦

𝑠𝑥𝑦 �̂�

𝑠2
𝑥�̂�

 .
�̂�

�̂�
+

𝑠2
𝑥𝑦�̂�2

𝑠4
𝑥�̂�2

.
�̂�2

�̂�2
𝑛𝑠2

𝑥 − 𝑛𝜎2 + 𝑛𝜎2 𝑠2
𝑥𝑦�̂�2

𝑠4
𝑥�̂�2

= 0  
       

(40) 

 وكما مبين ادنال: σوالحل للمعادلة الأخيرة امثل تقدار 

�̂� = [𝑠2
𝑦 +

𝑠2
𝑥𝑦

𝑠2
𝑥

(
�̂�2

𝑠2
𝑥

− 1)]

1

2
                         

        

(41) 

βر وللحصول علن تقدا
1
( واجراء بعض 22)   في المعادلة رقم   𝑧(𝑖)و    𝑢[𝑖]نعوض عن قيمة  

 العملياف الحسابية لنحصل علن المعادلة الآتية:

∑ (𝑥(𝑖) − 𝛼)(𝑦[𝑖] − �̂�0) − (𝑥(𝑖) − 𝛼)
2

�̂�1 = 0𝑛
𝑖=1               

(42) 

βر تقداوبحل تلب المعادلة نحصل علن 
1
 : 
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�̂�1 =
∑ (𝒙(𝒊)−�̂�)(𝒚[𝒊]−�̂�0)𝑛

𝑖=1

(𝒙(𝒊)−�̂�)
2   

          

(43) 

( بعد التعواض عن مجموع مربعاف الأخااء (21نحصل عليل من المعادلة  𝜌تقدار معلمة الارتباط 

بعد  𝑥(𝑖)و  𝑦[𝑖]التباان والتباان المشترك للعينة ولكل من ذ اذ امكن إعادة كتابتها بدلالة  𝒖[𝒊]العشوائية 

 اجراء بعض العملياف الحسابية لنحصل علن الصيغة الآتية:

[(
�̂�

�̂�
)

2
𝑆𝑥

2 + �̂�2] �̂�2 − 2 [(
�̂�

�̂�
) 𝑆𝑥𝑦] �̂� − [

𝑆𝑥𝑦
2

𝑆𝑥
2 (

�̂�

𝑆𝑥
2 − 1)] = 0  

         

(44) 

        

 والتي امكن إعادة كتابتها كالآتي:

𝑎�̂�2 − 𝑏�̂� − 𝑐 = 0           

(45) 

 أن: اذ

      𝑎 = [(
�̂�

�̂�
)

2
𝑆𝑥

2 + �̂�2] 𝑏 = −2 [(
�̂�

�̂�
) 𝑆𝑥𝑦]  ,  𝑐 = − [

𝑆𝑥𝑦
2

𝑆𝑥
2 (

�̂�

𝑆𝑥
2 − 1)]     

 وفو الصيغة الآتية: 𝜌( نحصل علن تقدار المعلمة 45وبحل المعادلة )

�̂� =
�̂�𝑆𝑥𝑦

�̂�𝑆𝑥
2   

         

(46) 

 X للمتغير التفسيريتقداراف طراقة الإمكان الأعام المعدلة تم اشتقاقها بافتراض ان التوزاع الاحتمالي 
توزاع القيمة المتارفة ولكن امكن ان اكون أي توزاع احتمالي اخر تفرضل علينا البياناف قيد او 

 البحث.

                    MM :Minimum M-Estimation methodطريقة التقدير : 3-2

 Yohaiذ والتي تم اقتراحها من قبل Mحالة خاصة من طراقة التقدار الحصينة MM تعد طراقة التقدار

ا ل الاراقرة الحصرينة تتصرا بانهرا كفرؤة بدرجرة عاليرة فري حالرة كرون الأخاراء [13] [ذ1ذ]1986عاح 

(. تررتل   BP=0.5العشروائية لأنمرروذج الانحرردار تتبررع التوزاررع الابيعريذ وان لهررا نقاررة انهيررار عاليررة )

 :[10] [1]الاراقة بثلاح مراحل والمبينة ادنال عملية تقدار معاملاف انموذج الانحدار بموج  ا ل 

ار ا   �̂�0فيها اتم الحصول علن تقدار اولري حصرين لمعراملاف انمروذج الانحردار ولرتكن المرحلة الأولى:

ذ اتصا ا ا التقدار الاولي ب نرل Sالاولي امكن الحصول عليل باستعمال طراقة التقدار الحصينة  التقدار

 ( ولا اشترط ان اكون كفوء.BP=0.5)متسو وحصين ولل نقاة انهيار عالية 

لأنمرروذج الانحرردار المقرردر وبالاعتمرراد علررن التقرردار الاولرري  𝑒𝑖اررتم حسرراب قرريم البررواقي  المرحلةةة الثانيةةة:

 الحصين ال ي تم الحصول عليل في المرحلة الأولن اذ أن: 

𝑒𝑖 = 𝑌𝑖 − �̂�0
𝑇𝑋𝑖              1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛     (47) 

 اذ ان :

 𝑌𝑖 ∈ 𝑅 .والتي تمثل قيم متغير الاستجابة 

𝑋𝑖 ∈ 𝑅𝑝  .والتي تمثل قيم المتغيراف التفسيراة 

�̂�0  .التقدار الاولي الحصين وكما تم تعرافل سابقا 

 Mبعد الحصول علن قريم البرواقي ارتم تقردار الانحرراف المعيراري لهرا باعتمراد طراقرة التقردار الحصرينة 

 وال ي امثل الحل للمعادلة الآتية:
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1

𝑛
∑ 𝜌0

𝑛
𝑖=1 (

𝑒𝑖

𝑆
) =

𝑏

𝛼
    (48) 

 احقو المعادلة الآتية: bبحيث أن الثابت 
𝑏

𝛼
= 0.5            

(49) 

 الآتية:دالة تحقو الافتراضاف   𝜌0وأن 

1- 𝜌(0) = 0 .2- 𝜌(−𝑣) = 𝜌(𝑣) .3-  0إذا كررران ≤ 𝑣 ≤ 𝑎  فررر ن𝜌(𝑣) ≤ 𝜌(𝑎) 4- ρ  دالرررة

𝛼إذا كانت  -5مستمرة.  = 𝑠𝑢𝑝𝜌(𝑣)   0ف ن < 𝛼 < 𝜌(𝑣)إذا كان  -6.∞ ≤ 𝛼   0و ≤ 𝑣 < 𝑎 

𝜌(𝑣)ف ن  < 𝜌(𝑎) . 

تشررير الررن التوزاررع الابيعرري القياسرريذ وان  ∅ذ وان  𝐸∅(𝜌0(𝑣))امكررن ان اعرررف علررن انررل  bالثابررت 

𝛼 = 𝑚𝑎𝑥. 𝜌
0

(𝑣)  . 

 (ذBP=0.5( تعاي تقدار حصين ذو نقارة انهيرار عاليرة )49ذ المعادلة )1981ذ Huberاثبت الباحث 

[13.] 

بحيث تحقرو الافتراضراف السرتة المر كورة فري   𝜌1بالاعتماد علن دالة وزن أخرى مثل المرحلة الثالثة:

 المرحلة الثانية وبحيث أن:

𝜌
1

(𝑣) ≤ 𝜌
0

(𝑣)    (50) 

𝑠𝑢𝑝𝜌
1

(𝑣) = 𝑠𝑢𝑝𝜌
0

(𝑣) = 𝛼   (51) 

 او الحل للمعادلة الآتية:   �̂�1لمعاملاف انموذج الانحدار  MMف ن التقدار الحصين 

∑ 𝜑1
𝑛
𝑖=1 (

𝑒𝑖

𝑆
) 𝑋𝑖 = 0    (52) 

𝜌ارري مشرتقة الدالررة    𝜑1اذ أن
1
امثررل التقردار الحصررين للانحررراف المعيراري لبررواقي انمرروذج  Sذ وأن  

( احقرو ال اصرية 52الانحدار وال ي تم تقدارل في المرحلة الثانية. التقدار الحصرين النراتج مرن المعادلرة )

 الآتية:

𝑆(�̂�1, 𝑛) ≤ 𝑆(�̂�0, 𝑛)    (53) 

             اذ أن:

𝑆(�̂�1, 𝑛) = ∑ 𝜌1
𝑛
𝑖=1 (

𝑒𝑖

𝑆
)    (54) 

𝜌1 علما أن  (
0

0
 علن انل اساوي الصفر. اعرف(

 . (Huber)( أو دالة الوزن Tukey's Bisquare)ممكن ان تكون دالة الوزن  اي دالة وزن (𝜌1)ان 

𝜌عمليررة اختيررار دالترري الرروزن 
0
𝜌و  

1
بحيررث تحقررو الشررروط المرر كورة فرري المرحلررة الثانيررة وتحقررو   

 ( تكون كالآتي:52( و )50المعادلتين )

( السابقة ال كرذ وليكن  6-1تحقو الافتراضاف ) ρبافتراض ان الدالة  𝑘0 و   𝑘1      أي ثابتين بحيث أن

      0 ≤ 𝑘0 ≤ 𝑘1 . ليكن:   

𝜌
0

(𝑣) = 𝜌 (
𝑣

𝑘0
)  (55) 
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𝜌
1

(𝑣) = 𝜌 (
𝑣

𝑘1
)  (56) 

فرران اختياراررا احرردد الكفرراءة   𝑘1(ذ امررا قيمررة الثابررت 49تحرردد بحيررث تحقررو المعادلررة ) 𝑘0قيمررة الثابررت 

 [.13التقاربية للتقدارذ]

 Robust Empirical Likelihood Method (REL)طريقة الامكان التجريبية الحصينة: 3 -3

[ذ التي 7ذ ]1988ذ Owenطراقة الإمكان التجرابية احدى طرائو التقدار اللامعلمية المقترحة من قبل  

تعد بدال لاراقة الإمكان الأعام في حالة عدح وجود افتراضاف حول التوزاع الاحتمالي لحدود الأخااء 

لكل مشاادة مرن شرااداف  𝑝𝑖ا ل الاراقة تفترض أن اناك اوزان احتمالية العشوائية لأنموذج الانحدار. 

ر مرن خرلال تعاريم دالرة الإمكرران (ذ وتهردف الرن تقردار معراملاف انمرروذج الانحردا i=1,2,…,nالعينرة ) 

التجرابية التي تعرف علن انها مضروب تلب الاوزان الاحتمالية في ظل بعض القيود المتعلقة بمعاملاف 

الانموذج التي اراد تقدارااذ تلب القيود تكون مشابهة للمعادلاف الابيعية لاراقة المربعاف الصرغرى أو 

لابيعيذ الامر ال ي اؤدي الن ان تكون ا ل الاراقة حساسة لمعادلاف الإمكان في ظل فرضية التوزاع ا

جررردا لعررردح تحقرررو فرضرررية التوزارررع الابيعررري أو وجرررود قررريم شررراذة أو متارفرررةذ لررر لب اقتررررح كرررل مرررن 

OzdemirذArslan [ذاسررتعمال قيررود محصررنة مسررتعارة مررن دالررة الهرردف ال اصررة باراقررة 8ذ]2018ذ

  الحصينة.  Mذ بمعنن اجراء توفيو بين طراقة الإمكان التجرابية وطراقة Mالتقدار الحصينة 

الاوزان ( تمثررل  i=1,2,…,nلكررل )  𝑝𝑖( وبررافتراض 1الانحرردار ال ارري المبررين بالمعادلررة )لأنمرروذج 

وذاف قرريم  م تلفرة لكرل مشرراادة  غيرر المعلومرةلكرل مشراادة مررن مشرااداف العينرة والترري تكرون احتماليرة 

𝑝𝑖وتحتاج الن التقدارذ اذ أن  ≥ ف ن طراقة الإمكان التجرابيرة المسرتعملة لتقردار معراملي الانمروذج   ذ 0

𝛽 و تبراان المجتمرع  𝜎2 تحرت تروفر بعرض القيرود علرن عمليرة   تقضري بتعاريم دالرة الإمكران التجرابيرة

 التعايم وكما مبين ادنال:

𝐿𝐸𝐿(𝛽, 𝜎2) =  ∏ 𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1 m (57) 

 تحت تحقو القيود الآتية:

∑ 𝑝𝑖  = 1𝑛
𝑖=1                  

(58) 

 

∑ 𝑝𝑖  ( 𝑌𝑖 − 𝛽0 − 𝛽1𝑋𝑖
𝑛
𝑖=1 )𝑋𝑖 = 0   (59) 

 

∑ 𝑝𝑖  [(𝑌𝑖 − 𝛽0 − 𝛽1𝑋𝑖)2 − 𝜎2] = 0𝑛
𝑖=1   (60) 

( نحصرل علرن لوغراراتم دالرة الإمكران التجرابيرة كمرا فري المعادلرة 57ب خ  اللوغاراتم لارفي المعادلرة )

 الآتية: 

𝐿𝑜𝑔𝐿(𝛽, 𝜎2) = 𝐿𝑜𝑔 ∏ 𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1 = ∑ 𝐿𝑜𝑔𝑛

𝑖=1 (𝑝𝑖)   (61) 

𝑝𝑇تقدار الاوزان الاحتمالية  = [𝑝1 𝑝2 … 𝑝𝑛]   متجل المعراملاف و𝛽𝑇 = [𝛽0 𝛽1]  والتبراان𝜎2  ذ

( 60-58التجرابية تحت تحقو القيود الثلاثة وفو المعرادلاف )اتم من خلال تعايم لوغاراتم دالة الإمكان 

مشرركلة التعارريم ارر ل امكررن حلهررا باسررتعمال طراقررة مضرراعا لاكرررانج الامررر الرر ي اتالرر  صررياغة دالررة 

 لاكرانج وفو الصيغة الآتية:
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𝐿 (𝑝, 𝛽, 𝜆0, 𝜆1, 𝜆2) = ∑ 𝐿𝑜𝑔𝑛
𝑖=1 (𝑝𝑖) − 𝜆0(∑ 𝑝𝑖 − 1) −𝑛

𝑖=1 𝑛𝜆1 ∑ 𝑝𝑖  (𝑌𝑖 −𝑛
𝑖=1

𝑋𝑖
𝑇 𝛽) 𝑋𝑖 −                                       𝑛𝜆2  ∑ 𝑝𝑖  [(𝑌𝑖 − 𝑋𝑖

𝑇𝛽)2 − 𝜎2]𝑛
𝑖=1    

       

(62) 

 

, 𝜆0اذ أن   𝜆1, 𝜆2  ∈ 𝑅  التي تمثل مضاعفاف لاكرانجذ عملية التقدار تتال  أولا تقدار متجل الاوزان

ومسراواتها بالصرفر لنحصرل علرن   𝑝𝑖( بالنسبة لكل  59) الاحتمالية من خلال اخ  المشتقة لدالة لاكرانج

   تقدار تلب الاوزان وفو الصيغة الآتية:

𝑝𝑖 =
1

𝜆0+𝑛𝜆1 (𝑌𝑖−𝑋𝑖
𝑇 𝛽)𝑋𝑖+ 𝑛𝜆2[(𝑌𝑖−𝑋𝑖

𝑇𝛽)2−𝜎2]
       𝑓𝑜𝑟 𝑖 = 1,2, … , 𝑛      

(63) 

𝜆0ذ نحصل علن أن  i( لكل قيم 63ب خ  المجموع لارفي المعادلة ) = 𝑛   ذ  ل ا امكن إعادة كتابرة تلرب

 وكالآتي: 𝜆0المعادلة بعد التعواض عن  

𝑝𝑖 =
1

𝑛( 1+𝜆1(𝑌𝑖−𝑋𝑖
𝑇 𝛽)𝑋𝑖+ 𝜆2[(𝑌𝑖−𝑋𝑖

𝑇𝛽)2−𝜎2]
        𝑓𝑜𝑟 𝑖 = 1,2, … , 𝑛              

(64) 

دالرة الهردف  ( لنحصرل علرن61( فري دالرة الإمكران التجرابيرة )64بموجر  الصريفة ) 𝑝𝑖 بالتعواض عرن 

,𝛽التالية بدلالة   𝜆1, 𝜆2, 𝜎2 :فقط 

𝐿 (𝛽, 𝜆1, 𝜆2 , 𝜎2) = − ∑ 𝐿𝑜𝑔 (𝑛
𝑖=1 1 + 𝜆1 (𝑌𝑖 − 𝑋𝑖

𝑇 𝛽) 𝑋𝑖 + 𝜆2 [(𝑌𝑖 − 𝑋𝑖
𝑇𝛽)2 −

𝜎2] − 𝑛𝐿𝑜𝑔𝑛  

     
(65) 

 

امكرن ان  𝜎2و   𝛽بالنسبة لكرل مرن متجرل معراملاف انمروذج الانحردار  𝜆2و  𝜆1قيم مضاعفاف لاكرانج 

 نحصل عليها من خلال مشكلة التصغير الآتية:

�̂� (𝛽, 𝜎2) = 𝑎𝑟𝑔 min𝜆[− ∑ 𝐿𝑜𝑔 (𝑛
𝑖=1 𝜆0 + 𝜆1(𝑌𝑖 − 𝑋𝑖

𝑇 𝛽)𝑋𝑖 + 𝜆2[(𝑌𝑖 −

𝑋𝑖
𝑇𝛽)2 − 𝜎2] − 𝑛𝐿𝑜𝑔𝑛]  

(66) 

𝜆اذ أن   = [𝜆1  𝜆2]( لريس لهرا حلرول صرراحة ممرا نحتراج الرن 66ذ مع ملاحاة ان مشكلة التصغير )

𝐿الارائو العدداة لإاجاد الحلول لتلب المشكلةذ وبتعواض تلب الحلرول فري  (𝛽, 𝜆1, 𝜆2 , 𝜎2)   نحصرل

𝐿 علن لوغاراتم دالة الإمكان التجرابيرة  (�̂� (𝛽, 𝜎2) , 𝛽 , 𝜎2)   بدلالرة متجرل معراملاف ذ ار ل الدالرة

ذ وتقدار الإمكان الأعام التجرابية لتلب المعلماف نحصل عليهرا بحرل مشركلة  𝜎2والتباان   𝛽الانموذج  

 التعايم الآتية:

(�̂�, �̂�2) = 𝑎𝑟𝑔 max
(𝛽,𝜎2)

𝐿 (�̂�(𝛽, 𝜎2) , 𝛽 , 𝜎2)    (67) 

 مشكلة التعايم الأخيرة تحل باستعمال الارائو العدداة لعدح وجود حلول صراحة لها.

و طراقررة  Mقرردار الحصررينة ت[ذ الرردمج بررين طراقررة ال8ذ] 2018ذ  ArslanذOzdemirاقترررح البرراحثين 

وذلرب باسرتعمال معادلرة الأخيررة برالقيود الحصرينة  الإمكان التجرابية باستبدال القيود الاعتياداة  للاراقرة

 والمبينة ادنال: Mطراقة 
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(68) 
∑ 𝑋𝑖𝑗𝜓 (

𝑌𝑖 − 𝛽0 − 𝛽1𝑋𝑖

�̂�
)

𝑛

𝑖=1

= 0         , 𝑗 = 0,1, … , 𝑘 

ا ا التعدال اعتمد من قبل الباحثين لزاادة فاعلية طراقة الإمكان التجرابية فري معالجرة تر ثير القريم الشراذة 

علن تقدار معاملاف الانموذجذ بمعنن جعلها حصينة ضد وجود القيم الشاذة أو المتارفرةذ وأطلرو عليهرا 

معرراملاف انمرروذج الانحرردار  باراقررة الإمكرران التجرابيررة الحصررينةذ وانررا سررنوظا ارر ل الاراقررة لتقرردار

 ال اي في حالة كون المتغير التفسيري عشوائي. 

( سيتم تعايمها بعد اسرتبدال القيردان الثراني والثالرث العلاقترين 57المبينة بالعلاقة ) دالة الإمكان التجرابية

 ( بالقيدان الحصينين الآتيين: 60( و )59)

∑ 𝑝𝑖  𝜑 ( 𝑌𝑖 − 𝛽0 − 𝛽1𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

)𝑋𝑖 = 0 
                     

          (69) 

∑ 𝑝𝑖  𝜑[(𝑌𝑖 − 𝛽0 − 𝛽1𝑋𝑖)2 − 𝜎2] = 0𝑛
𝑖=1                70)  

ذ ومتناقصرة فري  Huberاي دالة في الأخااء العشوائية واي دالة غيرر متزااردة فري حالرة دالرة  φاذ ان 

. التقردار الحصرين لكرل مرن معراملاف الانمروذج والتبراان نحصرل عليرل مرن خرلال حرل Tukeyحالة دالة 

 مشكلة التعايم الاتية وباستعمال دالة لاكرانج:

 𝐿 (𝑝, 𝛽, 𝜆0, 𝜆1, 𝜆2) =

∑ 𝐿𝑜𝑔𝑛
𝑖=1 (𝑝𝑖) − 𝜆0(∑ 𝑝𝑖 − 1𝑛

𝑖=1 ) − 𝑛𝜆1 (∑ 𝑝𝑖  𝜑(𝑌𝑖 − 𝑋𝑖
𝑇𝑛

𝑖=1 𝛽) 𝑋𝑖 −

                                      𝑛𝜆2 (∑ 𝑝𝑖  [𝜑(𝑌𝑖 − 𝑋𝑖
𝑇𝛽)2 − 𝜎2])𝑛

𝑖=1    

    

(71) 

عمليرة التقردار تتالر  أولا وبنفس ال اواف السرابقة التري ترم اتباعهرا فري طراقرة الإمكران التجرابيرة فران 

ومسراواتها   𝑝𝑖( بالنسربة لكرل  64تقدار متجل الاوزان الاحتمالية من خلال اخر  المشرتقة لدالرة لاكررانج )

   بالصفر لنحصل علن تقدار تلب الاوزان وفو الصيغة الآتية:

𝑝𝑖 =
1

𝜆0+𝑛𝜆1 𝜑(𝑌𝑖−𝑋𝑖
𝑇 𝛽)𝑋𝑖+ 𝑛𝜆2[𝜑(𝑌𝑖−𝑋𝑖

𝑇𝛽)
2

−𝜎2]
       𝑓𝑜𝑟 𝑖 = 1,2, … , 𝑛      

(72) 

𝜆0ذ نحصل علن أن  i( لكل قيم 72ب خ  المجموع لارفي المعادلة ) = 𝑛   ذ  ل ا امكن إعادة كتابرة تلرب

 وكالآتي: 𝜆0المعادلة بعد التعواض عن  

𝑝𝑖 =
1

𝑛( 1+𝜆1𝜑(𝑌𝑖−𝑋𝑖
𝑇 𝛽)𝑋𝑖+ 𝜆2[𝜑(𝑌𝑖−𝑋𝑖

𝑇𝛽)
2

−𝜎2]
       𝑓𝑜𝑟 𝑖 = 1,2, … , 𝑛      

(73) 

دالرة الهردف  ( لنحصرل علرن66( فري دالرة الإمكران التجرابيرة )69بموجر  الصريفة ) 𝑝𝑖 بالتعواض عرن 

,𝛽التالية بدلالة   𝜆1, 𝜆2, 𝜎2 :فقط 

𝐿 (𝛽, 𝜆1, 𝜆2 , 𝜎2) = − ∑ 𝐿𝑜𝑔 (𝑛
𝑖=1 1 + 𝜆1 𝜑 (𝑌𝑖 − 𝑋𝑖

𝑇  𝛽) 𝑋𝑖 +

𝜆2 [𝜑(𝑌𝑖 − 𝑋𝑖
𝑇𝛽)2 − 𝜎2] − 𝑛𝐿𝑜𝑔𝑛  

    

(74) 

امكرن ان  𝜎2و   𝛽بالنسبة لكل من متجرل معراملاف انمروذج الانحردار   𝜆2و  𝜆1قيم مضاعفاف لاكرانج 

 نحصل عليها من خلال مشكلة التصغير الآتية:
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�̂�(𝛽, 𝜎2) = 𝑎𝑟𝑔 min𝜆[− ∑ 𝐿𝑜𝑔 (𝑛
𝑖=1 𝜆0 + 𝜆1(𝜑(𝑌𝑖 − 𝑋𝑖

𝑇  𝛽)𝑋𝑖) +

𝜆2 [𝜑(𝑌𝑖 − 𝑋𝑖
𝑇𝛽)

2
− 𝜎2] −                                         𝑛𝐿𝑜𝑔𝑛]  

(75) 

( ليس لهرا حلرول صرراحة ممرا نحتراج الرن الارائرو العددارة لإاجراد 68مع ملاحاة ان مشكلة التصغير )

𝐿الحلررول لتلررب المشرركلةذ وبتعررواض تلررب الحلررول فرري  (𝛽, 𝜆1, 𝜆2 , 𝜎2)  نحصررل علررن لوغرراراتم دالررة

𝐿الإمكان التجرابية  (�̂� (𝛽, 𝜎2) , 𝛽 , 𝜎2)   بدلالة متجل معاملاف الانموذج  ذ ا ل الدالة𝛽   والتباان

𝜎2  لتلررب المعرراملاف نحصررل عليهررا بحررل مشرركلة التعارريم الحصررينة ذ وتقرردار الإمكرران الأعاررم التجرابيررة

 الآتية:

(�̂�, �̂�2) = 𝑎𝑟𝑔 max
(𝛽,𝜎2)

𝐿 (�̂� (𝛽, 𝜎2) , 𝛽 , 𝜎2)     (76) 

 مشكلة التعايم الأخيرة تحل باستعمال الارائو العدداة لعدح وجود حلول صراحة لها.

البياناف التي تم اعتماداا في الجان  التابيقري تتعلرو بالمصرابين بر مراض القلر  اذ  العملي:التطبيق  -4

مررن الراقرردان فرري مستشررفن غررازي الحراررري للجراحرراف  ا  ( مراضرر(30تررم اختيررار عينررة عشرروائية بحجررم 

( وسركر الردح PCVالت صصية ولكرل مرراض ترم تسرجيل قرراءاف كرل مرن حجرم كراراف الردح الحمرراء )

(RBS )( ( والتري اسرتعملت فري تقردار العلاقرة ال ايرة البسرياة برين )4 -1وكما مبرين بالجردولPCV )

( كمتغيررر تفسرريري اذ تررم بنرراء انمرروذج انحرردار خارري بسرريط بمتغيررر تفسرريري RBSكمتغيررر اسررتجابة و )

 ( في الجان  الناري اذ وصفت علاقة الانحدار بالأنموذج الاتي: 1عشوائي وكما مبين في الصيغة )

        PCV𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1RBS𝑖 + 𝑢𝑖  (77) 
 

 ( RBS( وسكر الدم )  PCVحجم كريات الدم الحمراء ) (  1جدول )
No. PCV RBS No. PCV RBS No. PCV RBC 

1 36 170 11 26 149 21 31 191 

2 23 136 12 27 348 22 30 182 

3 39 233 13 46 387 23 30 184 

4 22 96 14 32 202 24 27 124 

5 21 145 15 31 200 25 29 218 

6 25 188 16 29 199 26 27 143 

7 21 136 17 26 115 27 34 150 

8 25 141 18 33 158 28 29 153 

9 22 147 19 31 152 29 34 161 

10 41 310 20 29 193 30 32 209 
 

 

اتروزع  PCV( تم بناءل علن افترراض ان متغيرر الاسرتجابة 77انموذج الانحدار العشوائي وفو العلاقة )

اتوزع وفو توزاع القيمة المتارفة امرا حردود ال ار   RBSوفو التوزاع الابيعي وان المتغير التفسيري 

ثابررت اسرراوي  العشرروائي ف نهررا تتبررع التوزاررع الابيعرري وبشرركل مسررتقل بمتوسررط اسرراوي الصررفر وتبرراان

𝜎2(1 − 𝜌2) تررم اجررراء اختبررار حسررن الماابقررة لكررل مررن المتغيررران . للتحقررو مررن ارر ل الافتراضرراف

 Chi-Squared Goodnessالاستجابة والتفسيريذ اذ تم استعمال اختبار مربرع كراي لحسرن الماابقرة 

of Fit( فبالنسبة لبياناف متغير الاستجابة .PCVتم اختبار ال أنها ت ضع للتوز ) اع الابيعي مقابل عدح

 خضوعها له ا التوزاع أي اختبار الفرضية الآتية:

𝐻0: 𝑃𝐶𝑉~𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 𝑑𝑖𝑠𝑡.  

https://doi.org/10.31272/IJES2024.
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𝐻1: 𝑃𝐶𝑉 ≁ 𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 𝑑𝑖𝑠𝑡. 
المرافقرة  P-Valueقيمرة الاحتماليرة ( أذ تشرير تلرب النترائج الرن ان ال2نتائج الاختبار مبينة فري الجردول )

ذ وبر لب لا تررفض فرضرية العردح بمعنرن أن بيانراف 0.05له ا الاختبرار اري أكبرر مرن مسرتوى المعنوارة 

( اوض  المردرج التكرراري ومنحنرن التوزارع الابيعري 1تتوزع توزاعا  طبيعيا ذ والشكل ) PCVالمتغير 

 لبياناف ا ا المتغير. 

م اختبرار فيمرا إذا كانرت تتبرع توزارع القيمرة المتارفرة فقرد تر RBSأما بالنسربة لبيانراف المتغيرر التفسريري 

 وحس  الفرضية الآتية:

𝐻0: 𝑅𝐵𝑆~𝐸𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑒 𝑉𝑎𝑙𝑢𝑒 𝑑𝑖𝑠𝑡. 
𝐻1: 𝑅𝐵𝑆 ≁ 𝐸𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑒 𝑉𝑎𝑙𝑢𝑒𝑑𝑖𝑠𝑡.  

أكبرر مرن ( اذ تشرير القيمرة الاحتماليرة لهر ا الاختبرار والتري اري 2نتائج ا ا الاختبرار مبينرة فري الجردول )

الن قبول فرضية العدح بمعنن ان بياناف ا ا المتغير تتبع توزاع القيمة المتارفرة  0.05مستوى المعنواة 

 ( اوض  المدرج التكراري ومنحنن التوزاع لبياناف ا ا المتغير.2والشكل )
 RBSوللمتغير التفسيري  PCV(: اختبار مربع كاي لحسن المطابقة لمتغير الاستجابة 2جدول )

 PCV RBS 

Statistic 1.46667 6.26667 

P-Value 0.916884 0.281129 

Parameters 𝝁 = 𝟐𝟗. 𝟔;  𝝈 = 𝟓. 𝟕𝟓𝟑𝟖𝟒 𝜶 = 𝟏𝟓𝟕. 𝟕𝟖𝟓;  𝜽 = 𝟒𝟏. 𝟖𝟑𝟓𝟔 

 
 PCV(: المدرج التكراري ومنحنى التوزيع الطبيعي لمتغير الاستجابة 1شكل )
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 RBS(: المدرج التكراري ومنحنى توزيع القيمة المتطرفة للمتغير التفسيري 2شكل )

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( سيتم الاعتماد علن طرائو التقدار الثلاح 77لتقدار معاملي انموذج الانحدار العشوائي المبين بالعلاقة )

ئررو الررثلاح افرررزف ال رر  نتررائج التقرردارذ مررن تلررب النتررائج نجررد ان الارا (2) موضرروع البحررث. الجرردول

ذ كما انها اتفقرت 0.05ولمستوى معنواة  Fنماذج مقدرة معنواة وذلب بالاعتماد علن المؤشر الاحصائي 

وان قيمرة  PCVعلرن متغيرر الاسرتجابة  RBSللمتغيرر التفسريري العشروائي  ا  طردار ا  علن ان اناك ت ثير

Rا ا الت ثير متقاربة بين النماذج الثلاح المقدرةذ أما معياري حسرن الماابقرة ودقرة التقردار 
2 

 RMSEو 

فقررد اشررارف الررن افضررلية طراقررة الإمكرران الأعاررم المعدلررة تليهررا فرري الأفضررلية طراقررة الإمكرران التجرابيررة 

Rاررد الحصرينة. مررن الجردار بالملاحاررة أن القيمرة المن فضررة لمعامرل التحد
2
كانرت نتيجررة لاعتمراد متغيررر  

اذ اناك عوامل أخرى لم اتم تضرمينها فري ( RBS)تفسيري واحد والمتمثل بالمتغير العشوائي سكر الدح 

انموذج الانحدار والتي لها ت ثير علن تحداد حجم كرااف الدح الحمراءذ ل ا امكن اعتمار قيمة ا ا المعيار 

بنراءا علرن مرا تقردح وبالاعتمراد علرن تقرداراف  در موضروع البحرث.مقبولة بالنسبة لنمروذج الانحردار المقر

 طراقة الإمكان الأعام فان انموذج الانحدار العشوائي المقدر اكون كالآتي:

PCV𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1RBS𝑖 + 𝑢𝑖    (78) 

 
 MMLE  ,MME  ,RELE( : نتائج تقدير طرائق التقدير لأنموذج الانحدار العشوائي  3جدول )

 Estimated طريقة التقدير

parameters 

F statistic R
2 

RMSE 

MMLE 𝜷𝟎 

𝜷𝟏 

28.0954 

0.05963 

21.71965
* 

43.68% 4.469 

MME 𝜷𝟎 

𝜷𝟏 

𝟏𝟔. 𝟎𝟒𝟗 

𝟎. 𝟎𝟕𝟒𝟔𝟐𝟕 

16.562
*

 37.17% 4.721 

RELE 𝜷𝟎 

𝜷𝟏 

16.09 

0.07443 

19.369
*

 40.89% 4.578 
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 PCV والتقديرية بطريقة الإمكان الأعظم المعدلة لمتغير الاستجابةالقيم الحقيقية (: 4جدول )
No. Real 

value 

Estimated 

value 

No. Real 

value 

Estimated 

value 

No. Real 

value 

Estimated 

value 

1 36 30.494 11 26 27.155 21 31 29.839 

2 23 25.485 12 27 27.573 22 30 26.738 

3 39 28.050 13 46 27.751 23 30 27.036 

4 22 27.692 14 32 28.228 24 27 27.394 

5 21 30.137 15 31 31.091 25 29 37.113 

6 25 30.017 16 29 28.765 26 27 27.513 

7 21 29.481 17 26 26.738 27 34 39.379 

8 25 29.600 18 33 32.522 28 29 41.705 

9 22 26.022 19 31 24.353 29 34 30.673 

10 41 31.627 20 29 27.274 30 32 30.554 

 ( : الرسم البياني لمنحنى الانحدار الحقيقي والمقدر3شكل )

 
تررم مناقشررة تقرردار انمرروذج الانحرردار ال ارري البسرريط بمتغيررر توضرريحي  مناقشةةة نتةةائج التطبيةةق العملةةي:

كتغير استجابة و وسكر الدح ( PCVحجم كرااف الدح الحمراء )عشوائي وال ي امثل العلاقة ال اية بين 

(RBSكمتغيرررر تفسررريري عشررروائيذ ولكرررون اررر ا الانمررروذج )  ا رررالا الافتراضررراف الأساسرررية لأنمررروذج

الانحدار تم استعمال ثلاح طرائو تقدار حصينة الأولن طراقة الإمكان الأعام المعدلة والتي تم تابيقهرا 

وائيذ والارراقتين الثانيرة الثالثرة امرا طراقرة من قبل الباحثين في تقدار معراملاف أنمروذج الانحردار العشر

وطراقررة الإمكرران التجرابيررة الحصررينة واللترران تررم توظيفهمررا مررن قبلنررا فرري تقرردار معرراملاف  MMالتقرردار 

انموذج الانحدار موضوع البحثذ اذ حس  علمنا لم اتم استعمالهما سابقا في عمليرة تقردار ار ا الانمروذج 

الانحرردار الترري تعرراني مررن بعررض المشرراكل القياسررية وفرري حالررة احتررواء  وانمررا اسررتعملتا فرري تقرردار نمرراذج

  مشااداف العينة علن قيم شاذة او متارفة.

تبين من خلال التابيو العملي وفيما اتعلو بعينة البحث تفوق طراقرة الإمكران الأعارم المعدلرة بالاعتمراد 

Rحسن الماابقة ودقة التقدار علن معياري 
2 

وبالرغم من ا ا التفروق نجرد ان انراك تقرارب  ذRMSEو 

كبير بين طرائو التقدار الرثلاح بالنسربة لقيمرة معيراري المفاضرلة وكر لب بالنسربة للقيمرة التقدارارة لتر ثير 

سكر الدح علن حجرم كراراف الردح الحمرراء وطبيعرة العلاقرة الاردارة برين ار ان المتغيررانذ ار ا التقرارب 

 والإمكان التجرابية الحصينة.  MMالاراقتين  الن استنتاج بفاعليةاقودنا 

او الإمكان التجرابية الحصينة في  MMاستنادا علن ما تقدحذ امكن استعمال طراقتي التقدار الحصينتين 

تقدار انموذج الانحدار العشوائي كونهما أسهل من حيث التابيو من طراقة الإمكان الأعام المعدلةذ كما 

راضراف خاصرة برالتوزاع الاحتمرالي لكرل مرن حردود ال ار  العشروائي والمتغيرر انهما لا استندان علن افت

 .التوضيحي العشوائي
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